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ALCUNE OSSERVAZIONI

SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI*

Stefano Meda

1,. Equazioni a variabili separabili

In questo paragrafo discuteremo della buona posizione secondo Hadamard (esistenza,
unicità e dipendenza continua dai dati iniziali) del problema di Cauchy associato a un'e-
quazione differenziale a u ariabili, s ep arab i,li,.

SianoleJdueintervallidiR,helduefunzioniavalorirealidefiniterispettivamente
in 1e J. Dati r e { punti interni a I e J, si consideri il problema di Cauchy

(PC) {' 
:.h(t) I@)

I r(r) : 1.

Senza ulteriori ipotesi, (PC) può non avere soluzioni, come mostrano gli esempi seguenti.

Esempio 1.1. Siano I : J: R, r:0, e

1 * sgnúh(t) : , f(r) : 1.

La funzione h presenta una discontinuità di prima specie nel'punto 0; essa non può quindi
essere in un intorno dell'origine la derivata di alcuna funzione per il teorema di Darboux
(sulla proprietà, dei valori intermedi delle derivate di funzioni reali di una variabile reale).

Esempio 1.2. Si consideri ora il caso.I: J: R, î: (:0, e

h(t) :1, f(*): 1 * sgnr

Supponiamo che (PC) abbia una soluzione (ó,It), dove 11 indica un intervallo aperto
contenente 0. Dall'equazione si ricava che /'(0) :t12. Per continuità deve essere / < 0 in

* Note redatte ad uso degli studenti dei secondo anno di Matematica e di Fisica dell'Uni-
versità cli Milano-Bicocca



un intorno sinistro di 0 e ó> 0 in un intorno destro di 0. Dunque esistono a in R- e b in
R+ tali che $(t) ( 0 in (o,0), ó(t) > 0 in (0, b), " óè soluzione di

r' :0
a sinistra di 0 e di

tr':l
a destra di 0. Ma allora deve essere ó(t) :0 in (4, 0) e /(t) : ú in" (0, b). Ciò è incompatibil.e
con la condizione ó'(0) : Ll2.

Proposizione 1.4. SianoI eJ dueintervallidjR, hinC(I) e f inC(J) Datir e{
punti interni a I e J, il problema di Cauchy

(PC) {":h(t)f(r)
I r(r) : 6.

ha almeno una soluzione (ó,11). Nel caso in cui f (O + 0, ó soddisfa l'equazione

ró(t) t ît(1) I -+d.u- | h(s)ds:o v/e ,r1.Jq J@) J,
Dim. S" /(€) :0, allora la funzione costante ó(t): { è soluzione di (PC) su tutto 1.

Sia ora f @ + 0. Poiché / è continua in {, essa è non nulla in un opportuno intorno
di {. La funzione

F(t, r) : 
1," fi a, - l,' n{,1 o,

è di classe CI in un intorno di (r, {) e F (r, €) : 0. Per il teorema cli Dini, I'equazione
F(t,r): 0 definisce implicitamente, in un intorno 11 del punlo î, una ed una sola funzione
/ di classe C1 tale che /(r) : 6. Di conseguenza, rtrlizzando il teorema di derivazione
delle funzioni composte,

o: Dt(F(t,ó(t))) : #ffi - hft) Yt e 11,

ovvero (ó,It) è soiuzione del (PC) assegnato, come richiesto. !
Come si fa a intuire che se f @ + 0, allora (PC) è risolto dalla formula (1)? il

ragionamento seguente fornisce un'altra dimostrazione della Proposizione 1.1.

Se (PC) ha una soluzione (ó,Ir), e /(€) f 0, allora

'ó"(:),, - h(s) : 9 vs € 11.
f (ó('))



Integrando ambo i membri tra r e ú, si ottiene

f' Q,G) , ,,
J,rtilho': J, h(s)ds vre 1r

Sia ora G una primitiva di u ++ tlf @) Allora

Dr(Go d)(ú) : ,9'(!)., yt e It."J Í@U))

Quindi
[' !]l)-ds : (G " d)(r) - (G o ó)(r) : (G o e)rt)- c(€)l, f@('))

róft)l-' 1 '": J, f{u1ou'
In conciusione, deve essere

f"' J- au : [' n1t1 vr € ,rr.Jt f(u) r,

Esempio 1.5 Applichiamo la formula risolutiva alla famiglia di problemi

( r' : lrlo(PC*) i '

I r(t) : {'
dove a è un parametro reale positivo.

Se { : 0, la funzione identicamente nulla è soluzione su tutto R.
Sia { I 0; una soiuzione del problema si ottiene dalla fo'imula risolutiva

f Ó''' 'e (L)

I wl-^ du:t-rt
tt

la notazione uttlizzata evidenzia il fatto che Ia soluzione óo;,,1 dipende dal parametro a e

dal punto iniziale (r,€).
Supponi,amo ad esempi,o che € > 0 (il caso € < 0 si tratta in modo analogo). Allora

óo;r,g è positiva in un intorno di r per continuità.

Se a : 1 si ottiene la formula

sgnr,' log lrl l1''''ttt' : t - rtr(



equivalente, in un intorno di r (precisamente nell'intorno in cui óo;,,q rimane positiva) a

rogrld"''''('):L-r,

da cui

Qo;''1(L) : (eL-' 
'

che fornisce una soluzione su tutto R.
Seallsiha

'*''']lla 1d''' c(t) : r -- t=l( :L-rt

equivalente, in un intorno di r (precisamente nell'intorno in cui óo;r,t rimane positiva) a

lsl-o l@o'''1(1)
1-rl{ :t-r'

Si ha perciò

(2) ó,,,,6Q): [(r - *)(t - r) +€t-']t/(r-a)
È7-a

Poniamo ao,r,t :: r I i ^ . Notiamo che per "generici" valori di a, I'espressione (2)(a-1)
hasensosoloseo < 1 et){Do,r,{r oppure a}Iet{wo,r,4. Osserviamochesea) 1

,-j:T,, _ ó';",q(t) : *ooi

Óo;r,g non può evidentemente essere prolungata a sinistra di ao,r,g (rimanendo soluzione).
Se0<a<1

,_jlT,.* óo;,,q(t) :o ",*j:T,r.,ó,o,",e(t) : o;

quindi la funzione

6^r,t(ù: {o vú € (-oo, 'o,',elt Po;",1(l) VÚ e (a'ro,",g, oo)

è soluzione di (PC.) su tutto R. Poiché aa,r,€ può assumere tutti i valori reali positivi,
l'analisi svolta mostra che se 0 < a ( 1, e € : 0, allora (PC") ha infinite soluzioni.

Esercizio. Si completi I'analisi di (PC") trattando il caso a ( 0 e { < 0.

In vista della successiva Proposizione 1.6 può essere interessante notare che la funzione
ttflrr..rrr -+ lrl" è hólderiana di grado a ma non lipschitziana in un intorno di 0.



Proposizione 1.6. SianoI eJ dueintervallidiR, hinC(I) e f inLi,p(J).Datir e(
punti interni a I e J, il problema di Cauchy

( r' : h(t\ f (r\(PC) I _,-, _ :' /

I r\/ i - q'

ha una e una sola soluzione.

Dim. L'esistenza di una soluzione è stata stabilita nelia Propésizione 1.1. Siano (ór,It)
e (ó2,12) due soluzioni di (PC). Posto I : ItO12, sia O : 1 -+ R la funzione O : ù - ó2.
Indicata con I la costante di Lipschitz dt f , si ha che

lo'(r)l : lh(ú)l lf @,(t)) - f (ó,(t))l
< llhll." L lót(t) - ór(t)l
: llftll." r lo(f)1.

Se ó non è identicamente nulla in 1, esiste un punto T di I tale che O(7) è diverso da 0,

per esempio positivo. Supponiamo che I > r (il caso I < r si tratta in modo analogo).
Indichiamo con fs l'estremo superiore dell'insieme {t e lr,l) : O(r) : 0}. Nelf intervallo
(ts,tl la funzione O è positiva (perché?) e quindi soddisfa Ia stima

l(logo)'(t)l < llhll"" z,

che è equivalente a

- llh.ll"" I < (logo)'(ú) < llhll." r.
Integrando la relazione precedente tra ú e ú, si ottiene

@(7)e*lltoll- L(t-t) < O(ú) < O(i)ellhli- rG-t).

Per la continuità di O si deve avere

0 : Q(/o) : ,Iff* O(f ) > O(7) e-ilh ll- r t7-to1 r O.

Quindi Q deve essere identicamente nulla in 1O {t > ,}, cioè @1 e Q2 coincidono in tale
intervallo. In modo analogo si mostra che $y e Q2 coincidono in I ît{t <r).

Questo conclude la dimostrazione della proposizione. !



2. Studio qualitativo delle soluzioni
Data un'equazione del primo ordine in forma normale,

(1) r' : F(t,r),

ci proponiamo di fornire qualche indicazione utile al fine di tracciare un grafico qualitativo
delle sue soluzioni.

La prima questione che si presenta è quella dell'esistenza IocaIe di eventuali soluzioni
della (1), passanti per un fissato punto (", €). Indichiamo con (PC) i1 problema di Cauchy

(1) r' : F(t,r) r(r) : q.

Ricordiamo il teorema di Peano.

Teorema 2.I. SiaR:{(t,z) e R2:lt-rl{a,lr -{l < b}. SupponiamocheF siain
C(R) e siano

M : maxlFl, 0 : min (" #)
Allora (PC) ha una soluzione defrnita nell'intervallo lr - a,r I a).

Conseguenza del teorema di Peano è che se F è continua in un aperto 0 di R2, ailora (PC)
ha almeno una soluzione definita in un opportuno intorno di r.

Osservazione 2.2. (a) La continuità, di F non è sufficiente ad assicurare I'unicità, della
soluzione di (PC). Basta considerare il problema

( r' : lrlo(PC") i
I r(r) : g'

dove 0 < CI < 1. L'analisi svolta nel paragrafo l mostra che questo problema ha infinite
soluzioni.

(b) La regolarità di .F non è sufficiente ad assicurare la prolungabilità, della soluzione
piìr di quanto è garantito dal Teorema2.7. Infatti, il problema

( r' : lrl2
ttl

\r(o) :1
ha Ia soluzione /(t) : Il0-ú); se b > 0 e -R : {(t,") € R2 : ltl < o,l" - 1l < b} si ha,
qualunque sia a, bb

tw:1u*1ytt vb>o'



Il problema dell'unicità della soluzione (locale) è trattato dal successivo Teorema2.2.
L'enunciato di tale teorema richiede una definizione ulteriore.

Definizione 2.2. Sia Q un aperto di R2. Diremo che F., definita in Q, è lipschitziana
rispetto a r uniformemente rispetto a ú, e scriveremo F e Lip"(Q), se esiste una costante
L>0taleche

lF(t,11) - F(t,rùl < Llny - r2l Y(t,11),(t,12) e R.

Teorema 2.3. Sia R: {(t,r) e R2 : lt - rl <1 a,lr - €l < b}. Supponiamo che F sia in
C(,4) nLip,(R),esia

Allora (PC) ha una sola soluzione in lr - a,r * a].

La condizione su F richiesta nell'enunciato del precedente teorema è di grande utilità
in numerose questioni riguardanti le equazioni differenziali ordinarie.

Corollario 2.3. Siafì, un aperto diP.2. Supponiamo F in Ct(fr). Allora (PC) ha una e

una sola soluzione hocale per ogni (r, O in Q.

Stabilita l'esistenza locale di una soluzione di (PC), si presenta ia questione della sua
eventuale prolungabilità. A tal fine è utile ricordare il risultato seguente.

Teorema 2.4. Sia-R : {(ú,2) e R2 : lt-rl { a,tr € R} Supponiamo che F sia jn C(R),
che localmente sia in Lip"(R), e abbia cresc'ita al pi,ù li,neaie in r, cioè esjstono costanti
A, B tali che

lF(t,r)l < A+ Blrl V(t,r) e R.

Allora (PC) ha una e una sola soluzione defrnita nell'intervallo lr - a,r * a).

Non è difficile mostrare che se F e C(R) ît Li,p"(R), allora -F ha crescita al più lineare in
z. In virtìr del risultato precedente, se F e C(R) ît Li,p"(R), allora (PC) ha una e una sola
soluzione definita nelf intervallo lr - a,r I o,].

Si osservi che se F è in C1(O) e

suplD"Fl :I(oo,
f)

M:maxlll, a:min (",#)



allora F è in Lip,(A) con costante L
Diamo ora alcune indicazioni operative che aiutano nello studio dell'andamento qual-

itativo delle soluzioni di (1). Supponiamo che f) sia un aperto connesso di R2 e che F sia
in C(A). Poniamo

fl+ : {(t,") € f) : -F(ú, ") > 0i
eo : {(t,z) e O : F(t,r) : 0}
(-)- - {(t,r) € 0: F(ú,") < 0}.

Osserviamo che se (7, r1 a in Q1 (risp. in f)6, risp. in A-) e / è una soluzione di (1) passante
per (7, 7), allora / ha in i un punto di crescita (risp. stazionario, risp. di decrescita). Infatti,
si ha che ó'(l) : fQ,r) > 0 (risp. : 0, risp. ( 0).

Supponiamo ora che F e Ct (fl) e che / sia soluzione di (1). Allora d è di classe C2 e

ó" (t) : fl(t, r) + ó'(t) F,(t, r)
: Ft(t,r) + F(t,r) F"(t,r).

II luogo dei punti dove quest'espressione si annulla prende il nome di luogo dei fl,essi.

Esempio 2.5. Si consideri I'equazione

r' : t2 sínr.

L'equazione è a variabili separabili e quindi potrebbe essere ricondotta alle quadrature. Ci
proponiamo di studiarne Ie soluzioni senza ricorrere alla formula risolutiva.

La funzione F(t,r) : t2 sinz è di classe C""(R'). Quindi il (PC) associato a F ha
una e una sola soluzione locale. Poiché

sup lF,(t,n)l: M2 ( oo,
Irl<M,Í€R

tale soluzione può essere prolungata a tutto R. Si osservi che per ogni k in Z \e funzioni

Ón(t) : k" Vú e R

sono soluzioni dell'equazione data. Con le notazioni precedentemente introdotte

O+ : {parte tratteggiata}

O6:{(t,z) e R2:r:kn,te.Riu{(0,r) :re R}
o- - R'\ {n* u CIo}.



La regione f)1 è tratteggiata in figura.

Il luogo dei flessi si trova annullando

fl(t,r) + F(t,r) F"(t,r);

nel caso in esame un faciie conto mostra che tale luogo è dato dall'unione di CIe e de1 grafico
della funzione

+- 2

(cos ;;t /s '

Il luogo dei flessi è disegnato in figura 2. Sia 0 < ( < r. Disegnamo il grafico della
soluzione, diciamo /, dell'equazione data passante per il punto (0, €). Osservato che / non
può intersecare ie retle r: 0 e tr :'7T (altrimenti nel punto di intersezione verrebbe meno
l'unicità della soluzione), e che / è monotona crescente, si deve avere

0<A1B1r,

dove abbiamo posto

Si noti che se fosse .4 > 0,

A: ,hmo,ó(t)
dall'equazione si

B - lim ó(t).ú--+*oo

otterrebbe che

,iT"" Ó'(t) : +*;

I



assurdo, perché @ è una funzione limitata. In modo analogo si
Tenendo conto dei flessi, si vede faciimente che il grafico di
sottostante figura 2.

vede che deve essere B : n.

/ è quello disegnato nella

Per lo studio di situazioni più complicate di quelle esaminate nel precedente esempio, è

molto utile Ia seguente proposizione.

Proposizione 2.6. Sia O un aperto connesso diPr2, F e G due funzio.ni in C(A) tuli che
F < G in Q. Supp oniamo che $ e tft siano soluzioni, defrnite in lr, a) dei (PC)

I ,' : F(t,r)
l,(') :€

ó(t) <,h(t)
Allora

Dim. Poniamo 6: rlt - ó.
Supponiamo che esista ú1

Infatti, se d(t) ( 0, poniamo

I
È facite dimostrare che

f ,' : G(t,r)
I'(") : €"

Vt e [r, a).

Se d : 0 non c'è nulla da dimostrare.
) r taie che d(ú1) 10. Mostriamo che deve essere d(ú1) > 0.

: inf{ú : r 1t '-t1 : d(ú) < 0).

ó'(t) < 0,e

10

ó(t) : 0



ma questo è assurdo, perché

6'(l):rb'G)-ó'(l)
: G(l,rrGD - F(î,óG))
>0

per ipotesi. !
È utile raffinare il risultato precedente, sostituendo alla condizione F < G la più debole
F < G. Ce ne occupiamo nel seguente teorema. La dimostrazione richiede un'idea nuova
rispetto alla dimostrazione del Proposizione 2.6.

Teorema 2.7. Sia {l un aperto connesso di Pt2, F e G due funzioni in C(A) À Li,p"(Q)
tali che F < G in Q. Supp oni&mo che Q e $ siano soluzioni, defrnite in lr, a) dei (PC)

( *' : F(t,r) ( *' : G(t,r)
) 

\r / )

I "(r) : { ì. ,(") : {.

Allora
ó(t) <rh(t) Vú e [r,a).

Dim. Per ogni intero positivo n, indichiamo con Gn la funzione definita da

rr -/-1 t 1(Jn-"-;,'

Consideriamo il problema modificato

( ,' : Gn(t,r))
ì. t(t) : {'

e indichiamo con 1bn la sua soluzione, anch'essa definita, almeno per n sufficientemente
grande, sull'intervallo [r, cv - e) (perché?!?). Si noti, inoltre, che

F<GlGn suO.

Per Ia Proposizione 2.6 si ha che {',1t. - /} è una successione monotona decrescente e non
negativa. Sia r/o" definita dalla formula

,h*(t): 
",}{g 

,b.(t) Yt e lr,a).

11



Allora si ha che

.ryt(ú.(t) - d(ú)) :,b*Q) - ó(t) > o.

Per concludere Ia dimostrazione, è sufficiente mostrare che tf;*:1p.
Sia ú > r tale che L(t - r) < 1. Possiamo scrivere che

ft
lr!.(t) - ,l'(ùl < I lG"(',rh"G)) - G(r, r/(s))l dsJ,

rL ! -

= 
t J,l,b,G) -,b!)l as +'j

da cui si deduce che

sup 1y',(ú) - ,b|)l < L G- r) sup ll/,-Q) - ',b|)l + !- 'telr,Tl telr,Tl n

e infine, avendo supposto che L(l - r) < 7,

suplú,.(t)-l)@1 g1. t=rl ,-otelr,Il n I-L\t-r)

quando n tende a *oo. Il conto fatto mostra che {rb.} ,onuerge uniformemente a ry'

sull'intervallo fr, 71. Iterando il procedimento (farlo per esercizio) si può mostrare che la
convergenza è uniforme su tutto [r,o - e]. Conseguentemente, th* : t1,,, e il teorema è

provato. n

Esempio 2.8. Tracciamo un grafico qualitativo della soluzione, per tempi positivi, dei
problema

( -t f2 sin r *t: f (t,*))* -,
I r(0) : 0.

In analogia con l'Esempio 2.5, la soluzione di questo problema di Cauchy è definita su
tutto R. Si ha

0+ : {parte tratteggiata}

f)6 : {asse r} U {grafico di ú : -#;}
o_-n,\{o*uao}.

72



Si ha

r" 7t) : ta sinrcosr + ú3 cos r * 2tsinr f 1,

e quindi ,"(0): 1. Poiché r'(0): 0, la soluzione cercata ha I'andamento, in un intorno
destro sufficientemente piccolo di 0, indicato nella sottostante figura.

Indichiamo con Q la soluzione del problema proposto. Per avere informazioni di carattere
meno locale sull'andamento qualitativo del grafico di /, osserviamo che

g(t,r): -t2 +t < f (t,r) < t2 +t: h(t,r).

Per il Teorema 2.7

,!(t) < ó(t) < rr(t) vú > 0,

dove y' e T sonoT rispettivamente, le soluzioni dei problemi

z
v-
2

I '' : g(t'r)
\z(o) :o

I *' : g(t'r)
I r(0) : 0.

Tali soluzioni si possono facilmente calcolare, ottenendo:

f3 t24;U):- S+t, ,t(t)

I diagrammi di rb e T sono disegnati in figura 5.

+3L:-
,f

.nt'I-',

13



Si osservi ora che / è crescente sul semiasse positivo fino a quando, eventualmente, incontra
i1 diagramma della curva

Si pone ora il problema di
I'andamento di @.

1

stn u

tra i grafici in Figura 6 è quello che rispecchia

x

IL:

decidere quali

--lL

'll6

Si osservi che I, II sono gli unici andamenti qualitativi possibili di /. Ma I non può essere.
In tal caso, infatti, si avrebbe 0 ( r < A ( zr, che implica

assurdo. Quindi II.\

Iim Ó'(t) : +*;ú-++oo

l'andamento corretto.
tlLI

e
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