EQuAZioNl DIFFERENZIALI

LEZJOI\) E 4

I8 pobloma ol M
apedo

Fiahne j—: L MR | e L‘t;’)(")é__Q__ Uded- | polha Sdén g

i

del puoblema At Qaucluy

1
PC) jL X = §(t, x)

() =%
S wma Coppia (@,L) coibthuta da o fuurione
P I, R Aiffewnsable in T tale dhe
Y (e )| (Pt = x
ui) (t,9d) e L vte T

(i Pledr= $lr,e))  Ytel

?/vOL*QbVw\/ (&)A&WM CO’\NOLV%\M A _g, e wA —

4V calcotone - M ?04341&?&\-&, /(’,af/a, AoLwauv\.e_/(,
Jdi Pc.

Teocwwma  Fiamo Q,F,t % come M‘rwa« e oArummia—

MmO } bobdlicihanar | | Ddwo wr“;vM:

L) @ I) anetve L puobloma di Bawchy (Pe)
CM’/) C’P E MA/.AA(M%\'OW& Caxt»ma., Axal O{w'eﬁ%__



Ziowe di ;b;‘,o Vo Mirora

+
€.0) X(£) = X 4 \S\ $(a,x(a)) 44
ts

Botens. | (LD = (20} | Fenl twofise  Pras IEICHG (IR

covte della tomolizione inwizale QP(’t;)_—.xo ’ olllimavwo

..b

P = X + J 2RPeDds Yiex,
.-t

o
A

t.oe LP -E WA 44\\,\:\.-?,—30\«# Cowt'mw.x, Cl&u/&)/xm%{oh—a

ol Vo%u,ou (>

G) = () La Puwzione apd(4, PH)) e | Eeniln e
?oian./ i

PHEY= x_ + J\ F @ P(4)) da ”v’—teI/
to

P e A.k-ﬂw.lb P e per ‘L Tecrema ,§-o whan ewtale
Aeb o bohls || iaetedionis Wend Prdane he! €0 Aapdldn b
P =

Teowma  Diomwe 2, & t,,x. tome oM ivizo della
Lozmowne . \/ai)ﬂ,awo A MM
(L) (Peawe) e Fe () o (Pe) Jia
el bt tna | Aclazione., | T precsomente, 4
Ri= [tra,tralx[x-b x +b] <O o poviamo

Mz masx | §1 o= aw (@, B),
R M

aloro- (Pc) ha al mend ama Aobuwziownte aan [_t: ol"ta-y- 04]



i) 4o $e B ed o Aocolmenti Alpselifzioma alcpetts a
X, st formtmnente wrwﬁz at, albm (Pe) ha Y
Acduzione Aw ame olb\aowm oo do T, Tl preddamede
e R M, ol Aewd come am (1), aMora (Pc) ha wwo «

vl Asda Aodrzione Aw [’L’o,. o, to+ g(].

M (L) veL. %odﬁ\ivwo/tOMI/ L-P«\/lwiﬁv\rl TMV} og o—\,o\pwo.M&

difrerectial eqpmedions, .G
(v0) .P.o\, A,Q, tauw\,a, /P«MW (CP I) Nisotne (?C)%ﬂML
st Pl 2 b Malsiailene | mhiniiea. ,d&\L earuo;uowe, _dl Usdtirea ().
tL,a./ L /Q»Q/ Cmtaw:tb Al LL‘>£¢’B\A{—% de -} /\M"R L. Ao i

E,Q,Q.’ ;Qpr_,ﬁ,?;iovu.— ,d«., mm 4«/»\«\4»%1:-6\,_"—& nella L&%iou_e_
Ly lle | chiited atoted sl Spat meilia omicuna che, nelle ;},JEA—\:
An (_-LL)/ ,Q,/@l,u,o,iflwe el Dtieana. () Aa ,MA,/_WLCCL—
/.\c’e/‘&-t.lovm.’ vactiwcf",\lw

- ,t;-&»f‘] o ve 4\ --wv\,{a._q/;li:}

Je ot = 1} | Ao Jowoitiiazione di L) é couclwaa .
Sitportamo che o>, T

E:_—.—.E-r{‘o , X = CQ(‘E-&-Q) /E"-S (t,];x,i)-

OQnendiomo cha ’? ek . :['y\,_ga.‘t\:\, t4-‘to= ‘o L o e

| t
\x X l i‘-P(’C)—X l l{ 4-}(5,@(5)) cis]
MDD

- M/(zL)
< b.



e ban R, A Mwu cesiatz| i P, con senailats

CL::.O-.-J.. L'.::L.._M_
1 2L 1 21

Onevicanms che ’R*!CR' BDoala Anlcoitlods edel ‘t1+a.,/‘\< ‘t;+o_

e che X, - = g X1~—- b,‘ < X4+ ]oq £ X + L. | o ”Ffvwwa_ ; ovvia
‘FW/ aoldintruna .

...L = -t-——t _ Q- —:L .

2L 1 e 1 2L

La /k.c,ou.o‘a, —e.a]m,«/a.ﬁe_ = |xl—-x°' P a ‘1:__&:1 (_.__. Eb/:]_- ) Plea
d«lv\«ofsto/\iq,} OManranmo  clae

t
|x-x,] = | %) gl =] I 't g ds
.t

°

\< M (t,"tO)

=M
aL

E«-{;Jw Lo b, i:anﬂ/ della. dhimostozione wn R, al
poido iR (L & cofanie di Lipschitz per £ adstuffa o R )
olleiioimo CL,e, /U«&g“. de &LJUZ‘M_Q,

t

X)) = x4 + { $Cs, X s> cls

4 B -
P wv\’huwa, cei
’?‘Lav Akial  AxhAACL- /SA/MOV\_&A;\W

Ti=[t-6, 5], dove fimminfo b 1y

A\\om /Lo.., Q—w,.,z:;cv\_n_

@ () vee [f-r t+r.]
('P ®: =
P &> Yte [1:!, t+c,]



Z ./)O/szlowe— d\e\/\lﬁg(. da /U;Lﬁxv\.ov

4
X(£) = X+ J }Cs,x (s)) ds
.t

o
pove [to-r;”—l:,l—x-'q]/ ?o‘uo\«.e,/ P oldy el L (£l Trrnllle

s Te L‘t1,‘t1+q], oMo ra-

E
Py x 4+ J Fs,9)ds
1 4

A L
= WD, _jt :(;(s,C(:"(J))ds

. 1 il
= X 4. J R(s, P esndds ¢ J (s, Y2 ds
% +
+
= x o [ $(s.P)ds
‘to
de Towminfa, b1y alm
™M
C4 T = a gl | =y L 14 = Mmi a b
oty '“"’“’{ +2L’M+2L.1[ ""XL/M}

e Ao Aimoiazione Ao () < connclhith |

_j.:_i' r{:‘ el A ollava Ak Jdeig! S\ /Jrqoc.bo\,.,w\.wt

2L

E\o\«,ﬁm s e Mmtno :f"-lrw'{: = 1>0~43f\: 4 a/\uwvarc

a W%w’ CPO a A Aolapieue A [E—-Q,‘E_i- ozj.
3; \WOCQAL ;‘;.a'\ iw wiedo M.,Q.o%,o 1’“" /\»M\MM.%QAL (-Po oo r»iw%ﬂ‘rq
de T, )



] MM‘YW Ao m‘tg%‘\ov@ Tw\ujﬁ, e ‘ison;a.w\.c

oL = mlm{q,l_]z_}
M

o

G /X-;xoq— M-T,)
S ‘
a> b
5 ™M
|
| [
AR (ANE
/1 | ‘\x: X Mt +)
2 501 0 M R O
‘ t-o £ T+ e
X &
| X 'T" ><°+ t\4 {.t_to)
~
a < _‘?._.
X o=
< \ => D‘ = a
|
i 4 -
\ % | X=X - ME-E)
] JC; oL ‘t@ JC;* & t

Lo aokuzions do (FE) pimone willa m&ow& N



YorsLanio Hial ...?e, Ce:CQ§ Alo = Ten, OCJM:\. (’C;,xoﬁéﬂ-
M;/A—te/ MO & AN AOLO—r AG/QN‘-—E;ov\L A;
X'.—_-' :L(‘Qx)
cre)

XC'EQ)::: X,
;\M.M O%W :w:;w C—Lf- "t‘ .
Dim | :?uyu. dal tTeorema ‘vu.u‘ieu,t e dal —Fq‘“? olet! il

Somzions ki clone B 2 docadmendt Aipichiteiamo



LEZIONE 2

ALCUNE OSSERVAZIONI

SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI*

Stefano Meda

1. Equazioni a variabili separabili

In questo paragrafo discuteremo della buona posizione secondo Hadamard (esistenza,
unicitd e dipendenza continua dai dati iniziali) del problema di Cauchy associato a un’e-
quazione differenziale a variabili separabili.

Siano I e J due intervalli di R, h e f due funzioni a valori reali definite rispettivamente

in I e J. Dati 7 e £ punti interni a I e J, si consideri il problema di Cauchy
' = h(t) f(z)
(PC) {

Senza ulteriori ipotesi, (PC) pud non avere soluzioni, come mostrano gli esempi seguenti.
Esempio 1.1. Siano I =J =R, 7=0, ¢

_ l+sgnt

h(t) 5

flz) =1
La funzione h presenta una discontinuita di prima specie nel punto 0; essa non puo quindi
essere in un intorno dell’origine la derivata di alcuna funzione per il teorema di Darboux

(sulla proprieta dei valori intermedi delle derivate di funzioni reali di una variabile reale).
Esempio 1.2. Si consideri orailcaso I =J =R, 71=£(=0, e

_ l+sgnzx

=1, @)= —

Supponiamo che (PC) abbia una soluzione (¢, 1), dove I; indica un intervallo aperto

contenente 0. Dall’equazione si ricava che ¢/(0) = 1/2. Per continuita deve essere ¢ < 0 in

* Note redatte ad uso degli studenti del secondo anno di Matematica e di Fisica dell’Uni-

versita di Milano-Bicocca



un intorno sinistro di 0 e ¢ > 0 in un intorno destro di 0. Dunque esistono a in R~ e b in
R tali che ¢(t) < 0 in (a,0), ¢(t) > 0 in (0,b), e ¢ & soluzione di

a sinistra di 0 e di

a destra di 0. Ma allora deve essere ¢(t) = 01in (a,0) e ¢(t) =t in.(0,b). Cid & incompatibile
con la condizione ¢'(0) = 1/2.

Proposizione 1.4. Siano I e J due intervalli di R, h in C(I) e f in C(J). Dati 7 e £
punti interni a I e J, il problema di Cauchy

(PC) { @ = h(t) f(z)

ha almeno una soluzione (¢, I). Nel caso in cui f(§) # 0, ¢ soddisfa I'equazione

o) ¢
(1) /5 mdv—/T h(s)ds =0 Vtel.

Dim. Se f(§) =0, allora la funzione costante ¢(t) = £ ¢ soluzione di (PC) su tutto I.

Sia ora f(&) # 0. Poiché f & continua in &, essa ¢ non nulla in un opportuno intorno

F(t,x):/;ﬁdv—/:h(s)ds

¢ di classe C! in un intorno di (7,¢) e F(7,€) = 0. Per il teorema di Dini, 'equazione

di ¢£. La funzione

F(t,z) = 0 definisce implicitamente, in un intorno I; del punto 7, una ed una sola funzione
¢ di classe C! tale che ¢(7) = £ Di conseguenza, utilizzando il teorema di derivazione

delle funzioni composte,

¢'(t)
0 = D,(F(t, $(t))) = —h(t)  Vtel,
ovvero (¢, I1) ¢ soluzione del (PC) assegnato, come richiesto. 0

Come si fa a intuire che se f(£) # 0, allora (PC) & risolto dalla formula (1)? 11

ragionamento seguente fornisce un’altra dimostrazione della Proposizione 1.1.

Se (PC) ha una soluzione (¢, 1), e f(£) # 0, allora

¢'(s)
f(¢(s))

—h(s)=0 Vsel.



Integrando ambo i membri tra 7 e t, si ottiene

[

Sia ora G una primitiva di v — 1/f(v). Allora

AC T L
f(gzb(s))d“—/ﬁ()d vt € .

Di(G o ¢)(t) =

Quindi

/' D)5 = (Gog)(t) - (God)(r) = (GoB)(t) — G(e)

f(a(s))
o) q
= dv.
/5 f(v)
In conclusione, deve essere

o) q t
/5 mdv_/Th(t) vt € I

Esempio 1.5 Applichiamo la formula risolutiva alla famiglia di problemi

B = |g]*
PC,
Fa) {x(T) =,

dove « e un parametro reale positivo.
Se £ = 0, la funzione identicamente nulla e soluzione su tutto R.

Sia £ # 0; una soluzione del problema si ottiene dalla formula risolutiva

ba;r,e(t)
/ |7 dv =t — T;
£

la notazione utilizzata evidenzia il fatto che la soluzione ¢4, ¢ dipende dal parametro « e
dal punto iniziale (7, £).

Supponiamo ad esempio che &€ > 0 (il caso £ < 0 si tratta in modo analogo). Allora
Ga;r,¢ © positiva in un intorno di 7 per continuita.

Se a =1 si ottiene la formula

sgno log|v| . =t-r,



equivalente, in un intorno di 7 (precisamente nell’intorno in cui ®a;r,¢ Timane positiva) a

¢a;f,§(t)
log v : =t—T,

da cuil

¢a;T,§ (t) = € etﬁTv

che fornisce una soluzione su tutto R.

Se a £ 1 si ha

d’ﬁ:ﬂ',&(b)

|U|1_a
={—,
3

sgnu

equivalente, in un intorno di 7 (precisamente nell’intorno in cui ®a;r,¢ Timane positiva) a

’Ulia Dair,e (t)
=t—T.

1—-ale

Si ha percio
—a11/(1-a)
(2) bosr(t) = [(1 = a)(t = ) + €172 7.
1l—a
Poniamo wq ¢ 1= T + ( 0 Notiamo che per “generici” valori di «, P'espressione (2)
o —

ha senso solo se @ < 1 et > wq r¢, oppure a > 1 et < wy r¢. Osserviamo che se a > 1

lim () = 4o0;
t—>wa,r,§*¢a'7’€( ) + 7
®a;7,e nON pud evidentemente essere prolungata a sinistra di wa, , ¢ (rimanendo soluzione).
Se0<a<l

m  ¢are(t)=0 e lim ¢l () =0;

t—=wa,r,e+ t—=wa,re+

quindi la funzione
0 Vt € (_0070»)0(,7—,&}
¢a;7’,£(t) vVt € (Wa,r,g, OO)

Boire(t) = {

¢ soluzione di (PC,) su tutto R. Poiché wq ;¢ pud assumere tutti i valori reali positivi,

'analisi svolta mostra che se 0 < a < 1, e £ = 0, allora (PC,) ha infinite soluzioni.
Esercizio. Si completi I'analisi di (PC,) trattando il caso a < 0 e £ < 0.

In vista della successiva Proposizione 1.6 pud essere interessante notare che la funzione

z — |z|” & hélderiana di grado o ma non lipschitziana in un intorno di 0.

4



Proposizione 1.6. Siano I e J due intervalli di R, h in C(I) e f in Lip(J). Dati T e £
punti interni a I e J, il problema di Cauchy

(PC) { o' = h(t) f(z)

ha una e una sola soluzione.

Dim. L’esistenza di una soluzione é stata stabilita nella Proposizione 1.1. Siano (¢1, I1)
e (¢2, I2) due soluzioni di (PC). Posto I = I; N Iy, sia ® : I — R la funzione ® = ¢; — ¢s.
Indicata con L la costante di Lipschitz di f, si ha che

|2°(8)] = [h(@)] [f(61(1)) — F(2(1))]
< Plloe L [¢1(8) — h2(2)]
= [Ihllo L [2()]-

Se ® non ¢ identicamente nulla in I, esiste un punto ¢ di I tale che ®(f) ¢ diverso da 0,
per esempio positivo. Supponiamo che ¢ > 7 (il caso ¢ < 7 si tratta in modo analogo).
Indichiamo con ¢y lestremo superiore dell'insieme {t € [r,t) : ®(¢t) = 0}. Nell’intervallo

(to,t] la funzione ® & positiva (perché?) e quindi soddisfa la stima
[(log @) ()] < (Al L

che ¢ equivalente a
—Ihllo L < (log @)'(t) < [|Allo L-

Integrando la relazione precedente tra t e %, si ottiene
(@) e MMloo L1 < §(¢) < B(F) eltllee L (=)
Per la continuita di ® si deve avere

0=®(to) = lim_®(t) > () o=t LE—t0) 5 .

Quindi ® deve essere identicamente nulla in I N {t > 7}, cioe ¢1 e ¢2 coincidono in tale

intervallo. In modo analogo si mostra che ¢; e ¢3 coincidono in I N {t < 7}.

Questo conclude la dimostrazione della proposizione. O



2. Studio qualitativo delle soluzioni

Data un’equazione del primo ordine in forma normale,
(1) ' = F(t,z),

ci proponiamo di fornire qualche indicazione utile al fine di tracciare un grafico qualitativo

delle sue soluzioni.

La prima questione che si presenta e quella dell’esistenza locale di eventuali soluzioni

della (1), passanti per un fissato punto (7, ¢). Indichiamo con (PC) il problema di Cauchy
(1) ¢’ = F(t,x) z(r) =¢.
Ricordiamo il teorema di Peano.

Teorema 2.1. Sia R = {(t,z) € R?: |t — 7| < a,|v — €| < b}. Supponiamo che F sia in
C(R) e siano

b
M = F = mi — .
m}.%x] l, o = min <a, ]\/[)

Allora (PC) ha una soluzione definita nell’intervallo [T — a, T + a.

Conseguenza del teorema di Peano & che se F' & continua in un aperto  di R?, allora (PC)

ha almeno una soluzione definita in un opportuno intorno di 7.

Osservazione 2.2. (a) La continuita di F non ¢ sufficiente ad assicurare I'unicitd della

soluzione di (PC). Basta considerare il problema

# = @]~
PC,
) {x(T) =0,

dove 0 < o < 1. L’analisi svolta nel paragrafo 1 mostra che questo problema ha infinite

soluzioni.

(b) La regolarita di F non é sufficiente ad assicurare la prolungabilitd della soluzione

pil di quanto e garantito dal Teorema 2.1. Infatti, il problema

ha la soluzione ¢(t) = 1/(1 —t);se b>0e R = {(t,z) € R*: |[t| < a,]|z — 1| < b} si ha,

qualunque sia a,

b b
— =—<1 Vb > 0.
M- breE S ”



Il problema dell’unicita della soluzione (locale) & trattato dal successivo Teorema 2.2.

L’enunciato di tale teorema richiede una definizione ulteriore.

Definizione 2.2. Sia  un aperto di R?. Diremo che F, definita in Q, ¢ lipschitziana
rispetto a x uniformemente rispetto a ¢, e scriveremo F' € Lip,(£2), se esiste una costante
L > 0 tale che

|F(t,x1) — F(t,xz2)| < L|z1 — x2] Y(t,z1), (t,z2) € R.

Teorema 2.3. Sia R = {(t,z) € R?: |t — 7| < a,|z — €| < b}. Supponiamo che F sia in
C(R) N Lip.(R), e sia

M = max |F|, a:min<a7£>.
R M

Allora (PC) ha una sola soluzione in [T — o, T + «f.

La condizione su F' richiesta nell’enunciato del precedente teorema e di grande utilita

in numerose questioni riguardanti le equazioni differenziali ordinarie.

Corollario 2.3. Sia Q un aperto di R?. Supponiamo F in C'(Q). Allora (PC) ha una e

una sola soluzione locale per ogni (,£) in Q.

Stabilita l’esistenza locale di una soluzione di (PC), si presenta la questione della sua

eventuale prolungabilita. A tal fine ¢ utile ricordare il risultato seguente.

Teorema 2.4. Sia R = {(t,z) € R?: |t —7| < a,z € R}. Supponiamo che F sia in C(R),
che localmente sia in Lip,(R), e abbia crescita al pit lineare in z, cioé esistono costanti
A, B tali che

|F(t,z)] < A+ Blz| V(t,z) € R.

Allora (PC) ha una e una sola soluzione definita nell’intervallo [t — a, T + a].

Non e difficile mostrare che se F' € C(R) N Lipy(R), allora F' ha crescita al piu lineare in
x. In virtu del risultato precedente, se F' € C'(R)N Lip,(R), allora (PC) ha una e una sola

soluzione definita nell’intervallo [7 — a, 7 + a].

Si osservi che se F' & in C1(Q) e
sup | Dz F| = L < oo,
Q

7



allora F' & in Lip,(£2) con costante L.

Diamo ora alcune indicazioni operative che aiutano nello studio dell’andamento qual-
itativo delle soluzioni di (1). Supponiamo che  sia un aperto connesso di R? e che F sia
in C(€2). Poniamo

Qp ={(t,z) e Q: F(t,z) >0}

g =1{(t,2) eQs Fit, &) =0}
Q- ={¢,z) €Q: F(t,z) < 0}.

Osserviamo che se (£,7) ¢ in Q4 (risp. in Q, risp. in Q_) e ¢ ¢ una soluzione di (1) passante
per (t,T), allora ¢ ha in 7 un punto di crescita (risp. stazionario, risp. di decrescita). Infatti,
si ha che ¢/(t) = F(¢,T) > 0 (risp. = 0, risp. < 0).

Supponiamo ora che F € C1(Q2) e che ¢ sia soluzione di (1). Allora ¢ & di classe C2 e

¢"(t) = Fy(t, x) + ¢'(t) Fu(t, @)
= Fi(t,z) + F(t,z) F.(t, z).

I luogo dei punti dove quest’espressione si annulla prende il nome di luogo dei flessi.

Esempio 2.5. Si consideri 'equazione
z' =2 sina.

L’equazione e a variabili separabili e quindi potrebbe essere ricondotta alle quadrature. Ci

proponiamo di studiarne le soluzioni senza ricorrere alla formula risolutiva.
La funzione F(t,z) = t? sinz & di classe C°°(R?). Quindi il (PC) associato a F ha

una e una sola soluzione locale. Poiché

sup | Fy(t,z)| = M? < oo,
[t|<M,zeR

tale soluzione puo essere prolungata a tutto R. Si osservi che per ogni k in Z le funzioni
(Z5k(t) = ko Vie R

sono soluzioni dell’equazione data. Con le notazioni precedentemente introdotte
Q4 = {parte tratteggiata}
Q={tz)eR?*: z=kn,t e R}U{(0,z): 2z € R}
Q. =R*\ {Q, U}



La regione €2, e tratteggiata in figura.
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Il luogo dei flessi si trova annullando

Fi(t,z) + F(t,x) Fi(t, x);

nel caso in esame un facile conto mostra che tale luogo e dato dall’unione di € e del grafico

della funzione
t

Il luogo dei flessi e disegnato in figura 2. Sia 0 < £ < . Disegnamo il grafico della
soluzione, diciamo ¢, dell’equazione data passante per il punto (0,&). Osservato che ¢ non
puo intersecare le rette z = 0 e x = 7 (altrimenti nel punto di intersezione verrebbe meno

I'unicita della soluzione), e che ¢ & monotona crescente, si deve avere

2
(cosz)l/3"

0<A<B<m,

dove abbiamo posto

Si noti che se fosse A > 0, dall’equazione si otterrebbe che

lim ¢'(t) = +oo;

t——o0

—>



assurdo, perché ¢ ¢ una funzione limitata. In modo analogo si vede che deve essere B = 7.
Tenendo conto dei flessi, si vede facilmente che il grafico di ¢ & quello disegnato nella

sottostante figura 2.

Per lo studio di situazioni piu complicate di quelle esaminate nel precedente esempio, &

molto utile la seguente proposizione.

Proposizione 2.6. Sia Q) un aperto connesso di R?, I e G due funzioni in C(Q) tali che

F < G in Q. Supponiamo che ¢ e 1 siano soluzioni, definite in |7, ) dei (PC)

g = F{t,x) ' = G(t, )
{$(7)25 {$(7)=§-
Allora
o(t) <y(t)  Vie([ra).

Dim. Poniamo § =1 — ¢. Se § = 0 non c’¢ nulla da dimostrare.

Supponiamo che esista t; > 7 tale che §(¢1) # 0. Mostriamo che deve essere §(t;) > 0.
Infatti, se 6(¢) < 0, poniamo

f:inf{t:T§t<t1:5(t)<0}.

E facile dimostrare che

sH=0 e §@<0,

10



ma questo e assurdo, perché

per ipotesi. O

E utile raffinare il risultato precedente, sostituendo alla condizione F' < G la piu debole
F < @G. Ce ne occupiamo nel seguente teorema. La dimostrazione richiede un’idea nuova

rispetto alla dimostrazione del Proposizione 2.6.

Teorema 2.7. Sia ) un aperto connesso di R?, F e G due funzioni in C(Q) N Lip,(Q)
tali che F' < G in Q. Supponiamo che ¢ e v siano soluzioni, definite in |7, «) dei (PC)

{x’:F(t,x) {x/:G(t,x)
z(r) =¢ z(r) =¢.

Allora
P(t) <P(t)  VEera).

Dim. Per ogni intero positivo n, indichiamo con G,, la funzione definita da
1
G,=G+ —.
n

Consideriamo il problema modificato

e indichiamo con 1, la sua soluzione, anch’essa definita, almeno per n sufficientemente

grande, sull’intervallo [T, @ — e) (perché?!?). Si noti, inoltre, che
F<G<G@G, su Q.

Per la Proposizione 2.6 si ha che {¢,, — ¢} & una successione monotona decrescente e non

negativa. Sia 1., definita dalla formula

Yoo(t) = lim 1, (t) Vt € [1,a).

n—oo

11



Allora si ha che
lim_(n(t) = 6(t)) = Yoolt) — 6(t) > 0.

n—00

Per concludere la dimostrazione, e sufficiente mostrare che ¥, = 9.

Sia t > 7 tale che L(f — 7) < 1. Possiamo scrivere che

wmw—MMS/mewam—G@w@nm

t—T1

<L [ n(s) — )| ds +

da cui si deduce che

Sup [Yn(t) — ()] < L(E—7) sup [pn(t) — (1)] +

te[r,t te(r,1]

n

e infine, avendo supposto che L(t — 7) < 1,

1
sup |[Yn(t) —Y(t)| < = ———=—= =0
te(r,t) n

quando n tende a +oo. Il conto fatto mostra che {1} converge uniformemente a 1
sull’intervallo [r,t]. Iterando il procedimento (farlo per esercizio) si pud mostrare che la
convergenza ¢ uniforme su tutto [7,a — e]. Conseguentemente, 1o, = 1, ¢ il teorema ¢

provato. O

Esempio 2.8. Tracciamo un grafico qualitativo della soluzione, per tempi positivi, del

problema,

' =t sinz +t = f(,z)
z(0) = 0.

In analogia con I'Esempio 2.5, la soluzione di questo problema di Cauchy ¢ definita su
tutto R. Si ha
Q4 = {parte tratteggiata}

Qo = {asse z} U {grafico di t = — =}
Q. =R\ {0, uQ,).

12



Si ha

z"(t) = t*sinz cosz + t3 cosz + 2tsinz + 1,

e quindi 2”(0) = 1. Poiché z'(0) = 0, la soluzione cercata ha I’andamento, in un intorno

destro sufficientemente piccolo di 0, indicato nella sottostante figura.

X .
h X . p
| | | x@)a L
\ /I L
T \
p h x
s '4 ol 7 ,t

] /]
Y i

sl N - LN Lo

Indichiamo con ¢ la soluzione del problema proposto. Per avere informazioni di carattere

meno locale sull’andamento qualitativo del grafico di ¢, osserviamo che
g(t,z) = —t> +t < f(t,z) <2+t = h(t, z).

Per il Teorema 2.7

»(t) < o(t) <n(t)  VE>0,

dove ¢ e m sono, rispettivamente, le soluzioni dei problemi

z' =gt ) z' = glt, =)
2(0) =0

Tali soluzioni si possono facilmente calcolare, ottenendo:

2 el

w(t):—§+5, n(t)=§+§-

I diagrammi di ¥ e 7 sono disegnati in figura 5.
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Si osservi ora che ¢ e crescente sul semiasse positivo fino a quando, eventualmente, incontra

il diagramma della curva
1

sing’

t=—

Si pone ora il problema di decidere quali tra i grafici in Figura 6 & quello che rispecchia

/‘1

Pandamento di ¢.
A

sl |- - — —

Si osservi che I, II sono gli unici andamenti qualitativi possibili di ¢. Ma I non puo essere.

In tal caso, infatti, si avrebbe 0 < z < A < 7, che implica

lim ¢'(t) = +oo;

t—4-o00

assurdo. Quindi IT & ’andamento corretto.

.M
A #/‘ T
T ] e = —
S/ B
& J /// L
ol 4 \\
| \
t b}
\
| s
l
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